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ABSTRAK

Artikel ini membahas mengenai penerapan kontrol optimal berupa linear quadratic regulator (LQR)
pada masalah model Love and Happiness Romeo dan Juliet yang melibatkan pihak ketiga. Fokus
masalah yang dibahas adalah kondisi model yang tidak stabil. Optimal kontrol digunakan untuk
mengontrol state yang mewakili Romeo sebagai bentuk treatment agar Romeo melepaskan hubungan
dengan pihak ketiga. Pada akhir paper, akan dilakukan simulasi untuk melihat hasil dari penerapan
kontrol pada masalah ini.

Kata Kunci: Model love and happiness dengan affair, Linear Quadratic Regulator, Optimal
Control.

ABSTRACT

This article discusses about application of linear quadratic regulator in linear model of Love and
Happiness with Affair. This paper focus on model with condition that make its unstable. Optimal
control is used to control Romeo as treatment in order Romeo to release his affair. Simulation is given
to illustrate design procedure and the result of treatment using LQR.
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Pendahuluan

Manusia sebagai mahluk  sosial interaksinya. Fenomena ini dapat

memerlukan interaksi dengan individu dianggap sebagai perubahan suatu

lainnya. Interaksi yang dibangun akan keadaan oleh akibat suatu sebab.
berdampak baik secara positif ataupun Analisa masalah berupa pengamatan
negatif. Efek interaksi ini secara adanya perubahan keadaan dalam dunia
psikologis dapat diamati dalam wujud nyata kemudian membentuk persamaan
kualitas perasaan antara seorang matematis dari masalah yang ada,
individu  dengan individu lainnya. dikenal dengan pemodelan matematika.
Interaksi ~ yang dilakukan manusia Pemodelan ini diharapkan membantu
secara langsung dapat mempengaruhi memahami dan menjelaskan fenomena
jenis perasaan orang tersebut dan lawan alam ditinjau dalam sudut pandang

ilmu matematika.
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Fenomena yang cukup terkenal
untuk dijadikan bahan kajian adalah
kisah Romeo dan Juliet. Kisah ini
menggambarkan sepasang kekasih yang
saling mencintai. Beberapa model telah
dikembangkan untuk menggambarkan
kisah mereka. Strogatz [12] merupakan
orang Yyang pertama menyampaikan
model tentang kisah ini secara linier. J.
Sunday etal [8]

perhitungan model dengan pendekatan

mengembangkan

komputasi numerik. J. Wauer et.al [9]

mengembangkan model yang
bergantung kepada waktu. J.C. Sprott
[6] mengembangkan model yang

melibatkan  tiga  individu  dan
menganalisa kestabilannya.
Model yang

individu menarik untuk dianalisa. Pada

melibatkan  tiga

model ini memungkinkan Romeo
berpaling dari Juliet sepenuhnya dan
memilih Affair sebagai pasangannya.
yang telah

dikembangkan di atas tidak ada yang

Seluruh model

melibatkan  aspek  kontrol dalam

pembahasannya. Oleh karena itu, fokus
dalam artikel ini adalah membahas

penerapan  kontrol optimum LQR
dalam mencegah Romeo untuk bersatu

dengan Affair.

Model Linier Love and happiness
with Affair

Misalkan didefinisikan RJ (t) sebagai

kualitas rasa dari Romeo kepada Juliet,

RS (t) sebagai kualitas rasa dari Romeo

kepada Affair, J(t) sebagai kualitas
rasa dari Juliet kepada Romeo dan S(t)
rasa dari Romeo

yang
dievaluasi pada waktu t. Pertumbuhan

sebagai kualitas

kepada  Juliet seluruhnya

perasaan masing-masing hanya
bergantung secara proporsional dengan
kualitas perasaan pada saat t. Model
linier untuk menggambarkan dinamika

perubahan perasaan yang melibatkan

ketiga individu dapat dinyatakan
sebagai [2]
d
Ok 3®+bI(®) -S(1)
d
Rs ) _ aRg (1) +b(S(t) - I (1))
dJ(t)
ds(t)

dengan a, b, ¢, d, e, f adalah gaya
romantis masing-masing individu yang
akan menentukan jenis romantik yang
akan terjadi, beberapa di antaranya
adalah [6,8]:

1. Saling berhasrat, vyaitu ketika

pertumbuhan masing-masing
dipengaruhi secara positif oleh

masing-masing individu.
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2. Perasaan yang bertepuk sebelah
tangan, vyaitu ketika salah satu
individu mampu untuk
menumbuhkan perasaan  sendiri
secara positif tetapi lawan jenisnya

bertolak belakang.

3. Waspada, vyaitu ketika setiap
individu hanya  menumbuhkan
perasaan dalam dirinya melalui
perilaku pasangannya.

4. Saling benci, yaitu ketika setiap
individu bereaksi negatif terhadap

dirinya  sendiri  dan  perilaku
pasangannya.

Model Love and Happiness di atas
merupakan model linier sehingga titik
ekuilibriumnya hanya terbatas dua
jenis, yaitu trivial di 0 atau di tak
hingga pada banyak titik. Jenis
kestabilan  dari  titik  ekuilibrium
tersebut cukup ditentukan dengan
kriteria Routh-Hurwitz, yaitu dengan
menentukan tanda dari nilai eigen
sistem di atas.

Desain Kontrol Optimum LQR Pada

Model Love and Happiness dengan
Affair

Pandang kembali persamaan (1) dalam
bentuk notasi vektor

X'= AX

dengan X =(Rj Rg J S)T dan A adalah
matriks 4 x 4

a 0 b -b

0 a -b b
A=

c 0 d

0 e f

Sistem kontrol LQR untuk sistem pada
persamaan (1) dapat dinyatakan sebagai

X'(t) = AX(t) + Bu(t) )
dengan B adalah matriks kontrol dan
u(t) fungsi kontrol yang akan

ditentukan nilainya. Nilai kontrol u(t)

adalah nilai  yang meminimalkan
performa indeks J(X,u,t)

J(X,u,t) =X(T)" PX(T)
+3 [ X7 (OQX() +u()Ru(t)dt

dimana P, Q, R adalah matriks-matriks
pembobot yang merupakan matriks
semi-definit positif dan definit positif.
Didefinisikan persamaan Hamiltonian

H(%,u,t) =3 (X" ()" Qx(t) +u" ()Ru(t))

+ 2" (£)(AX(t) +Bu(t)) 3)

dengan A(t) adalah pengali Lagrange.
Nilai dari kontrol u(t) diperoleh dari
titik stasioner terhadap wu(t) dari
persamaan (3) sehingga

H
M ruy+BT AT @) =0
ou
atau

u) =-R BT A (t) @)

Diferensial H(X,u,t) terhadap A(t) akan
menghasilkan state, yaitu
dH_
dA(t)

Diferensial H(X,u,t) terhadap X(t) akan
menghasilkan costate, yaitu

= X'(t) = AX(t) + Bu(t)

dH . AT T
d)_{—(t)—l(t)—QX (t)+ﬂ,A
2(t) = —OX(t) — AL )

Misalkan ~ A(t) = s(t)X(t) berlaku untuk

t<Tdan s(T)=P [3] maka dengan

menggunakan persamaan (2), (4) dan (5) akan
diperoleh
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X'(t) =s'(t)X(t) + s(t)X'(t)

—QX(t) — ATs(t)X(t) = s' (t)X(t)
+ s(t) AX(t) — s(t)BR B s(t)X(t)

0=(s'(t)+s(t)A—s(t)BR*B"s(t) ]X(t)
+(Q+ ATs(t) (1)
Oleh karena  X(t) # 0 maka diperoleh

s'(t) + s(t)A—s(t)BR B s(t)

+Q+A's(t)=0 ©
dengan syarat batas S(T)=P.
Persamaan  (6) disebut dengan
persamaan diferensial Riccati.

Persamaan ini membutuhkan komputasi
yang rumit. Oleh karena itu, seringkali
kontrol dievaluasi pada kondisi steady-

state dengan kondisi s'(t) =0sehingga

diperoleh persamaan aljabar Riccati [7]

s(t)A—s(t)BR B s(t) +Q+ A's(t) =0
@)
Kestabilan Kontrol LQR
Definisi 1 (Controllable system [11]).
Misalkan diberikan sistem-plant pada (2).
Sistem  dikatakan  dapat  dikontrol
(controllable) jika dan hanya jika
rank(A|B) =n.

Teorema 2 (Kestabilan Lyapunov).
Misalkan diberikan sistem X'= f(t,X)

f(t,00=0,xeDcl" t>t,.
Jika terdapat fungsi V (X) yang terdefinisi
pada sekitar X =0 dan definite positif
pada t>t, maka titik X =0 dikatakan

stabil secara Lyapunov.
Bukti. Lihat [4, Hal.99] ]

dengan

Teorema 3. Misalkan diberikan sistem-
plant (2). Jika sistem-plant tersebut
controllable maka sistem stabil asimtotik.

Bukti. Oleh karena sistem-plant dapat

dikontrol maka ada u=—BR™"B"s(t)X(t)
sehingga sistem-plant dituliskan dalam
bentuk

x'=(A—BR'Bs(t) )k

Misalkan persamaan Lyapunov diberikan
oleh [5, Hal.476]

V(X) = X"sX
akan diperoleh

V'=XT sXx+ X' sX'

sehingga
V'=%" {sA+ATs—sBR'B's
+Q-sBR'B"s—QJx.
Pada kondisi steady-state berlaku
sSA+A's—sBR'B's+Q=0
maka
V'=—x"{sBR'B"s + QJX.

Oleh karena s>0dan Q>0 maka

diperoleh V'<0sehingga sistem stabil
asimtotik.

Simulasi Numerik

Perhatikan  kembali  sistem  pada

persamaan (1).
dikontrol

Sistem yang akan
adalah salah satu bentuk
kasus dimana sistem memiliki titik
ekuilibrium tidak stabil. Pada kasus ini

Rs(t) dan S(t) berkembang menuju
tak hingga sedangkan RJ (t)ydan J(t)

berkembang menuju negatif tak hingga.
LQR

mengkontrol

Kontrol digunakan  untuk

agar RS (t) bergerak

menuju nol. Oleh karena itu, diperoleh
sistem-plant

X'= AX+ Bu
dengan A dan B adalah
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1 0 05 -05
0 1 -05 05

A= dan
05 0 0.5 0
0 075 O 1
0
1
B:
0
0
Nilai matriks Q dapat dipilih
menggunakan aturan Bryson[1]
sehingga
% 0 0 O
0- 0 &4 0 O
0 0 & O
0 0 0 &

dan R=0.1. Dari data di atas diperoleh
bahwa determinan dari matriks A yaitu
det(A) =0.0625 sehingga sistem

memiliki titik ekuilibrium tunggal di

0,0,0,0)7. Titik ekuilibrium bersifat
tidak stabil karena terdapat nilai eigen
dari A positif yaitu (0.051,0.73,0.72).
Sistem yang diberikan dapat dikontrol
karena rank(A|B)=4. Hasil simulasi
ditunjukkan pada gambar berikut ini

]

Gambar 1: RS(t) tanpa kontrol
Gambar 1 menunjukkan perilaku dari

RS(t) tanpa adanya kontrol. Oleh

karena titik ekuilibrium bersifat tidak

stabil maka RS (t) akan menjauhi titik

kestabilan. Jika kontrol optimum LQR

diterapkan maka akan diperoleh hasil

seperti pada Gambar 2 berikut

A

Gambar 2: RS(t) dengan kontrol
Terlihat dari Gambar 2 bahwa dengan
adanya kontrol, perkembangan
perasaan Romeo kepada Affair dapat
ditekan hingga akhirnya sirna. Hal ini
tentunya juga secara tidak langsung
akan mempengaruhi  perkembangan
perasaan Affair dan Juliet kepada
Romeo. Perbandingan keduanya dapat

dilihat pada Gambar 3 dan 4 berikut.

Gambar 3.Perbandingan S(t) dengan dan
tanpa kontrolDengan pemberian kontrol

kepada RS (t) membuat perkembangan

S(t) melambat. Jelas ini dapat terjadi

karena perkembangan perasaan Affair
kepada Rome dipengaruhi oleh besarnya

perasaan Romeo kepada Affair.
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Gambar 4. Perbandingan J(t) dengan
dan tanpa kontrolPemberian kontrol
kepada Rg (t) membuat perkembangan

RS(t) melambat. Hal ini akan

membuat perkembangan J(t)

meningkat  karena  perkembangan
perasaan Romeo kepada  Affair
menurun. Dengan menurunnya nilai
RS (t) akan membuat berkembangnya

nilai J(t).

KESIMPULAN

Hasil simulasi menunjukkan
bahwa LQR berhasil diterapkan ke
dalam model Love and Happiness yang
melibatkan  pihak  ketiga  untuk
mengontrol salah satu variabel agar
stabil asimtotik menuju titik
ekuilibrium. Selain itu, dari hasil
simulasi tampak bahwa dengan adanya
kontrol pada perasaan Romeo kepada
Affair dapat membuat perkembangan
perasaan  tersebut menurun dan
akhirnya sirna. Hal tersebut juga akan
membuat

perkembangan  perasaan

Affair kepada Romeo  menjadi
melambat sedangkan perkembangan
perasaan Juliet kepada Romeo menjadi

meningkat.
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